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Accepted:15.05.2025 ()+(2) Kosh."i;;LMaSalasiga ekvivalent bo’ladigan

integral /tenglama-tuzamiz. funksiya (1)+(2)
masalaning biror yechimi bo’lsin. (1) tenglamani
KALIT SO’ZLAR:  avvalo ushbu

Shturm-Liuvill tenglamasi uchun qo‘yilgim K&shi masalasi
Quyidagi Koshi masalasini ko'rib chiqamiz: \
—y"+q(x)y=24y, 0<x<m| (1)

y'(0)=y,. y

Bu yerda q(x) e C[0, 7] haqiqgiy funksiya boi‘)ib; Yo, Y, ixtiyoriy hagigiy sonlar.

(1)+(2) Koshi masalasiga ekvivalent bo’ladigan integral tenglama tuzamiz. y(x)
funksiya (1)+(2) masalaning biror yechimi bo’lsin. (1) tenglamani avvalo ushbu

y"(x)=f(x), (3)
ko’rinishda yozib olamiz. Bu yerda
f(x)=[a(x)-2]y(%). (4)

So’ngra (3) tenglama uchun Koshi funksiyasini tuzamiz, ya’ni tarkibida t parametr

gatnashgan ushbu
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Koshi masalasini yechimini topamiz: y =c,x+c,

ct+c, =0, ¢ =1
c, =1 c, =—1

y=K(x,t)=x-t
Shuning uchun (3) tenglamaning umumiy yechimi
y(x)= Ab+A1x+I (x=t) f (t)dt, (5)
ko’rinishda bo’ladi. (1.44) boshlang ich shartlardan
A=Yy A=Yy ’ (6)
bo’lishi kelib chiqadi. (4) va (6) tenghklardan foydalanib, (5) ayniyatni ushbu
y(x)= yo+y1><+f (x= t[q =2311) (7)

ko‘rinishda yozamiz. (7) tenglik |zlangan mtegral tenglamadir. Bu tenglama Volterraning
ikkinchi turdagi integral tenglamasidir. ,

Shunday qilib, (1)+(2) Koshi masalasining yeehimi mavjud bo'lsa, u (7) integral
tenglamani ganoatlantirar ekan. Aksincha, 'y (x) funkS|ya (7) integral tenglamaning uzluksiz

yechimi bo’lsa, u (1)+(2) Koshi masalasining ham yechimi bo’ladi. Hagigatan ham, y(x)

uzluksiz ekanligidan (7) ayniyatning 0‘ng tomeni-differensiallanuvchi bo’lishi kelib chiqadi,
bundan esa chap tomon ham hosilaga ega be’lishi ke'rinadi. Undan hosila olsak, ushbu

y1+f[q — 2] v\, o s, (8)
tenglik hosil bo’ladi. (8) ayniyatdan yana hosﬂa olsak
y =[q(x)-1]y(x
ya’'ni
—y"+a(x)y =2y,

tenglik kelib chigadi.(7) va (8) tengliklarda x=0 desak, (2) boshlang’ich shartlarni
olamiz.
Teorema 1. Agar q(x)eC[0,7], y,, Y, €R' bo’lsa, u holda (1)+(2) Koshi

masalasining [0,7z] kesmada aniglangan ¢(x,4) yechimi mavjud va yagona bo’lib, u X
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o’zgaruvchining har bir tayinlangan giymatida A bo’yicha % tartibdagi butun funksiyadir,

ya'ni tayinlangan x da ¢(x,4) funksiya kompleks tekislikning ixtiyoriy chegaralangan
soxasida kompleks ma’noda differensiallanuvchidir.
Isbot.(Mavjudliyi). Koshi masalasi yechimining mavjudligini isbotlash uchun (7)

integral tenglamaning uzluksiz yechimi mavjud ekanligini ko'rsatish yetarli. Buning uchun
quyidagi funksiyalar ketma-ketligini tuzib olamiz:

2 (X’ﬂ) = Yo T Y%

0 (52)=yo +yac+ [ (-0 [at)~ Ao, st A, neN ©

Bu funksiyalar ketma-ketligi x€[0,z], AeC  giymatlarda aniglangan. R>0
ixtiyoriy son bo’lsin. ¢,(x4) ketmaketlik ».xe[0,7], [{|<R bo’lganda tekis
yaqinlashishini ko’rsatamiz. Shu magsadda ushbu

@y + i[(/’n _‘.(Dn—l]’ (10)

funksional qatorni tuzib olamiz. Bu qatormng xususly yig’indisi ¢, (x,4) funksiyaga teng
bo’lishi ravshan. Quyidagi

M = max|q ()} K‘=fggg>]<\%(x,ﬂ)l,
belgilashni kiritib olamiz. U holda ushbu

. (02) - A 0T~ (1 2)e <

<[z(M+R) Kdt—7r(M +R)Kx,
0

|(02 Xﬂ (01 Xﬂ =

)=l (x-0la®) AT lt2) Jgs(t.2)Jar <

X

<|[(x-t)(M +R)-7(M +R)K -tdt

0

X2

<7 (M#RY KX

tengsizliklar o'rinli bodadi. Umuman |4|<R, x &[0, 7] bo’lganida quyidagi

20 (X A) =@ (%, 2)| < K[m(nM! +R)] , (11)

baholash o'rinli bo’ladi. Bu tengsizlik induksiya usulida osongina isbot qilinadi. (11)
baholashga asosan ushbu
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Sonli qator (10) funks10nal qator uchun majoranta qator bo’ladi. Demak, |/I| <R, xe[0,7]
to’plamda (10) qator Veyershtrass alomatiga asosan tekis yaqinlashuvchi bo’ladi. Uning
yig’indisini ¢(x,4) orqali belgilaymiz. ¢,(x,4) funksiyalarning uzluksizligidan ¢(x,2)
funksiyaning uzluksizligi kelib chigadi.

Agar (9) tenglikda n— o da limitga o’tsak;

P(X A) =y, + y1x+i(xft)[q(t)—ﬂ]gp(t,i)dt,

ayniyat hosil bo’ladi. Demak, ¢(x4) funvksAiya (7) integral tenglamaning uzluksiz
yechimi bo’lar ekan. '
(Yagonaligi). Endi (7) integral tenglamanmg yechimi yagona bo’lishini isbotlaymiz.
Buning uchun ikkita ¢(x, 1)+ (x,4) yechim mavjud deb faraz gilamiz. Bu yechimlarni
integral tenglamaga qo’yib, hosil bo’lgan.ayniyatlarni-bir-biridan ayiramiz:

0(x2)-v (x.2)= [ -0 a()- A ol ar=pA
Bu tenglikka asosan i ®

lp(x,A)—w (%, 2)| <z (M + R)I|(p(t,/l)—1//(t,,i)|dt, , (12)

0

bo’ladi. Agar
j lp(t 1) =yt 2) |dt

belgilash kiritsak, (12) tengS|zI|k ushbu
2'(x)-7(M £R)z(%)<0. ¢, (13)
ko’rinishni oladi. (13) tengsizlikni & "™ "™% funksiyaga ko’paytiramiz va chap tomonni
ko’paytmaning hosilasi ko’rinishida yozamiz: ©
(z(x)e’”(M*R)X)’ <0 | (14)
(14) tengsizlikda x=t desak, va hosil bo’ladigan tengsizlikni [0, x] oraligda
integrallasak,
z(x)<0
kelib chigadi. (12) baholashdan
lp(x,2)—w (% 4)|<0,
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ya'ni p(x,4)=y(x 1) kelib chigadi. Bu esa farazimizga ziddir.

(Butunligi). ¢(x,4) yechimning A ga nisbatan butun funksiya bo’lishini
isbotlaymiz. ¢, (x,4) funksiyalarning har biri [1|<R sohada golomorf bo’lishi Ravshan.
Veyershtrassning kompleks analizdagi teoremasiga ko’ra ¢(x,4) funksiya |1|<R sohada
golomorf bo’ladi. R>0 son ixtiyoriy bo’lganligi uchun ¢(x,4) butun funksiya bo’ladi.

¢(x,4) ning % tartibdagi butun funksiya bo’lishini keyinchalik yechimning

asimptotikasidan foydalanib ko’rsatamiz.

Shturm-Liuvill tenglamasi yechimining asimptotikasi
Quyidagi Koshi masalasini ko’rib chigamiz

=y +a(x)y =4y, OsX€r, (15)
)=y,
{5’2 . 4o

Bu yerda q(x)eC[0, 7] haqiqiy funksiya bo'lib, .y, hagiqiy sonlar.
(15)+(16) Koshi masalasining 'y (x, /1) yech|m| mavjud, yagona va 4 ga nisbatan
butun funksiya bo’lishini isbot gilgan edik.
Endi, y(x,4) yechimning |2]|—» % bo’lganda asimptotikasini o’rganish magsadida

(15)-(16) Koshi masalasiga ekvivalent bo’ 1gan integral tenglama tuzamiz. Buning uchun
avvalo (15) tenglamani ushbu

y"+ 2y = f(x). \ (17)
ko‘rinishda yozib olamiz. Bu yerda |
(%)= a0 Do (18)

So’ngra (17) tenglama uchun Koshi funksiyasini tuzamiz, ya’'ni tarkibida t parametr
gatnashgan ushbu

y'+Ay =0,
y x=t = 0’
y’ x=t :1’

Koshi masalasining yechimini topamiz:
siny/Ax
y(x)=c, cos\Ax+c, — 7k
y'(x) = —¢c,\Asiny/2Ax+c, cos/2x,
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sin/At
¢, cos~/At+c, =0,
i
—c, N AsinyAt+c,cos</At =1,

oos S sin/At

JZ2 84=1
_Jasindat  cos+/at
sin/ At
0 V2 sin /At
A, = Ji o |=- 0
1 cosatl N\ 8. |
at 9/ 5
- cos /2 AT
—JAsin+/at 0\ BN
sin~/At '
- ~\C, = COS~/AL,
K(x,t):—smﬁt — sin~/Ax

i
cos\/zx+cos\ﬁ,t—:
Ja .

—Tsm \/_(x t)

Koshi funksiyasi yordamida (17) tenglamanlng umumly yechimi quyidagicha ifodalanadi

y(x A)=A cosvVax+A sm\/{ix'

I sm\/_ x—t)dt. (19)
(18) belgllashm va boshlang‘ich shartlarni 1n0batga olsak, (19) tenglik ushbu
siny/4. x
y(X A) = Y, cos/Ax+y, s Nr
Iq y(t,4 sm\/_(x t)dt, (20)

ko r1n1shn1 oladi. Bu tenglik biz izlagan integral tenglamadir. Bu tenglama Volterraning
ikkinchi turdagi integral tenglamasidir, unga Liuvill integral tenglamasi deb ham aytiladi
c(x,4) va s(x,4) orqali (15) tenglamaning quyidagi
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boshlang‘ich shartlarini ganoatlantiruvchi yechimlarini belgilaymiz. Bu yechimlar uchun
(20) integral tenglama ushbu

c(x,/l)=cosﬁx+%iq(t)c(t,ﬂ,)sin\/Z(x—t)dt, (21)
S(X’/I):sin\/\%ZX+%J:q(t)s(t,/1)sin\/I(x—t)dt, (22)

ko‘rinishlarda bo‘ladi.

Lemma 1.1. Agar xe[0,7], VA =k=o+iz{ |k|> 2T|q(t)| dt bo’lsa, u holda
sk )

c(x AN, i (23)
UL
|s(x) |<2 e (24)
baholashlar o ’rinli bo’ladi. £ V
Isbot. Quyidagi E.
c(x /1)
( ’1)_ e|r\x :
belgilashni kiritib olamiz. U holda 3

c(14) -1 F (i)

bo’ladi. Buni (21) tenglamaga qo yarmz

eF (x,4) = coskx += Iq e"‘tF(t /1)S|nk(x t)dt,
F (x4 _ COskx 1J-q smk(x} t)

g o 8 (25)

r\x

Quyidagi baholashlarnl bajaramiz:

|COS kX| - |e|kx —ikx | _ plox—7x | g-ioxtax L l(e—rx N eTX) . e‘r‘x
2 2 |2
|sin kx| _ |eikx _.e—ikx| _ plox—tx _ griox+rx . l(e—rx N erx) . e\r\x.
|2 2 "2
M (4) = max|F (X, l)‘ bo’lsin. U holda yuqorida olingan baholashlarga ko’ra (25)

0<x<7z

tenglikdan ushbu
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IF(x.4) <1+—j|q (t)M (2
tengsizlik kellb chlqadl. Bu tengsizlikdan esa
M(1)<1+M (/I)-ﬁI|q(t)|dt,
tengsizlik kelib chigadi. Bu tengsizlikdan esa
M (2)<1+M (i)-ﬁﬁq(tﬂdt,
ya’'ni : _
ML&@——Hq mq '.g (26)
hosil bo’ladi. Lemma shartiga ko’ra :

1% ‘)
—||q(t) dt<=,
|k|-(|).| ( )| 2 _ .
1—m”q |dt>— P (27)
bo’ladi. (26) va (27) tengsizliklardan ushbu M{7)< 2 baholash kelib chigadi, ya’'ni
|F (x,2) |<2 bo’ladi. Shunday qilib (23) baholash |sbot gilindi. (24) baholash ham shu
tarzda isbot gilinadi. o)

Lemma 1.2. Agar xe[0,7], V2 =k =&+ |r|k| > 2j|q(t)|dt bo’lsa, u holda
0

c(x,1) cos\/_x‘_| |j|q |dt eﬂx (28)
s(x,ﬂ)—Sin\/\/_—X |k| ﬂq |dt eMX (29)
c'(x,A)+ Asinﬁx‘szj|q'(t)|dt-e‘f‘x, (30)

s'(x,4) cos\/_x‘ J'|q )|dt- e, (31)

baholashlar o rinli bo’ladi.
Isbot. (21) integral tenglama va (23) tengsizlikka ko’ra
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X

‘c(x,ft)—cos\/zx‘ J' (t)||e(t, 2)|-[sink (x—t)|dt <

0
< ihq (t)]-2¢"™ -Vt < = j la(t)]dt- e,
|k| 0 |k| 0

bo’ladi. (22) integral tenglama va (24) baholashga ko’ra
$(x,1)- sin J_ AX

_|k|ﬂ Hst/l |smk X — t\dt<

< ﬂq(t)‘-zTﬂe’(H)dt_ ﬂq \dt &,
0

bo’ladi. (28) va (29) baholashlar 1sb0tland1. (30) va (31) tengsizliklarni isbot qilish
magsadida, avvalo (21) va (22) tenglamalardan hosila olamiz:

c'(x,4)= \/Zsm\/_x+.[q t/icos\/_(x t)dt,

s'(x,4)= cosfx+.[q t/1 cosf(x —t)dt.

Bu tengliklardan hamda (23) va (24) tengslzllklardan.foydalanib, ushbu

c'(x,4)+~/Asin \/Zx‘ < _x[|q(t)|-|c(t,ﬂ)|~|cosk()2t?.t)|,dt <

IA
O Ly <

q(t)]-2e™ - dt < 2j|q (t)|dt-e,
0 R

s'(x,ﬂ)—cosﬁx‘sj(.|q(t)|.|s(t,/l)|.|cos‘k(->€—t)|df <{
0 W, ¢ '/

i X —
< ﬂq (t)‘ . 2e_ . e\r‘(x—t)dt < E‘Hq (t)| dt - EMX,
0
baholashlarni olamiz.

Natija 1.5. Agar x[0,7], V4 =k =c+ir, |k|>2[|q(t)|dt bo’lsa, u holda quyidagi
0

o
c(x,4)= cos\/_x+0( " }
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¢'(x,4)=—/Asin \/Zx+g(e\f\X),
$(x4)= COS\/_x+o(e|; ]

asimptotik formulalar o’rinli bo’ladi.
Natija 1.6. Agar ¢(x, 1) orgali (15) tenglamaning ushbu
?(0,4)=1, ¢'(0,4)="h
boshlang’ich shartlarni qanoatlantiruvehi yechimini belgilasak, u holda
o(x4)=c(x.2) +h5(x4) b

bo’ladi. Bundan x e[0,7], VA =k= o +id, |k|>2j|q )ldt bo’lganda ushbu

oot
p(xA)= cos\/_x+0[—\/_/l—),
go’(x,/l):—ﬁsinﬁx+2(¢:'mﬁlx)’ '

asimptotik formulalar o’rinli bo’lishi kelib chiqadi.
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